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Resumo

Por sua aplicabilidade na resolucdo de problemas, os conhecimentos relacionados ao
Calculo Diferencial cumprem um papel fundamental na formag¢do ndo apenas na drea de
Matemédtica, mas também de Engenharia, Agronomia, Computacdo, Fisica, Biologia, entre
outras. Apesar de sua reconhecida importincia, tanto a experiéncia docente quanto
pesquisas no campo da Educagdo Matematica mostram que a qualidade das aprendizagens
dos estudantes precisa melhorar. A partir das contribuicdes de abordagens cognitivas da
aprendizagem matemadtica como as propostas por Vergnaud, compreendemos que a
ampliacdo gradativa da qualidade das aprendizagens conceituais do estudante e o
desenvolvimento das competéncias do raciocinio matematico sdo dimensdes inter-
relacionadas que compdem a complexidade/riqueza do conhecimento matematico e que a
tomada de consciéncia deste fato por parte de docentes e estudantes € um passo importante
para orientar a busca de parametros de qualidade que podem orientar o planejamento de
ensino e das atividades de estudo. A partir destas idéias sobre a complexidade da
aprendizagem, analisamos a respostas fornecidas por estudantes de graduacdo em
Matemdtica a perguntas relacionadas a definicio de derivada e seu campo conceitual,
formuladas em um questiondrio diagndstico, que geralmente aplicamos no inicio da
disciplina Calculo II para subsidiar nosso planejamento de ensino. As andlises apontaram a
predominancia da dimensdo grafica e simbdlica, estas, nem sempre articuladas. Em nenhum
momento apareceu a dimensdao numérica, ou seja, a derivada como uma taxa de variacao. E
no ensino de Calculo o professor deve estar atento para abordar todos os aspectos do
conceito em vdrias situagcdes problemas para que o aluno possa dominar o conceito.

Palavras-chaves: Campo conceitual, Derivada, diagndstico.
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Introducao

O Cilculo diferencial é uma disciplina tradicional no curriculo do curso de Matemaética e de
outros cursos na universidade, como Biologia, Agronomia, Economia, Administragdo,
Medicina Veterindria, Ciéncia da Computacdo, entre outros; por se constituir numa
ferramenta importante para resolu¢do de muitos problemas em diversas areas e ser pré-

requisito para o estudo de varias disciplinas do curso de Matematica.

Diversos estudos enfocam questdes relacionadas as dificuldades de ensino e a
aprendizagem em Calculo. Alguns deles focalizam as concepcdes dos alunos (TALL E
VINNER, 1983, CORNU,1981; SIERPINSKA, 1981), outros apresentam um enfoque
epistemologico (CORNU, 1983), alguns direcionaram sob pesquisa sob uma perspectiva

cognitiva (LEME, 2003, SOUZA, FATORI E BURIASCO, 2005).

Apesar de mais de uma década de divulgacdo de muitos destes estudos, tudo indica que
ainda hoje muitos alunos passam por um curso de célculo sem realmente entender o
significado de alguns conceitos. As conseqiiéncias da baixa qualidade destas aprendizagens
repercute na qualidade das aprendizagens em muitas outras disciplinas nos diversos cursos
de graduacdo como, na disciplina Andlise Matemdtica dos cursos de bacharelado e
licenciatura, que dependem diretamente de conceitos bdsicos de Célculo (SOUZA,

FATORI e BURIASCO, 2005). E segundo Wenzelburger (1993, p. 3)

generaciones de alumnos pasaron por un curso de Calculo sin
realmente entender el significado y la utilidad de esta rama de las
matemadticas. Esto se debe sobre todo a la manera abstracta y
formal, en la cual se presenta normalmente a materia.

A culpa da baixa qualidade das aprendizagens muitas vezes € atribuida injustamente ao
rigor da abordagem oferecida nos cursos. As abordagens do curso de célculo costumam
variar, conforme as necessidades dos campos de atuacdo dos profissionais a serem
formados na Universidade. Assim, o rigor em relacdo a apresentacdo dos conceitos e
demonstragdes (preferido nos cursos da darea de Matemadtica) pode ser flexibilizado e
postergado em cursos como as Engenharias, em funcdo da necessidade de se acelerar a

aprender dos métodos.
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Para além do debate sobre o rigor da apresentacdo das idéias do Célculo, gostariamos de
manter em pauta a discussdo sobre as caracteristicas dos conhecimentos que podem ser

adquiridos em seu estudo.

O Cilculo € utilizado e ensinado, sobretudo, por sua capacidade de reduzir problemas
complexos das diversas dreas das Ciéncias a regras e procedimentos simples. Este aspecto
redutor as vezes joga como vildo no processo de aprendizagem, pois permite abordi-lo
como um conjunto de regras e procedimentos, apliciveis mecanicamente em situacoes
puramente algébricas. Isso nega aos alunos, possibilidades que escapem dos algoritmos
algébricos, constituindo-se quase sempre em reproducdo de informacdes ou situacdes

algébricas.

Assim, de modo semelhante ao que discute Goémez-Granell (2002), se produz um ensino
limitado em significados e restrito ao uso de apenas uma linguagem. Estimula-se a
aprendizagem pela repeticdo de procedimentos, levando o aluno a considerar que “domina
a matéria” ao fazer e refazer longas seqiiéncias de célculos e que € incompetente quando

simplesmente erra uma operacéo algébrica (GUIMARAES, 2002).

Contrapondo ao excesso de tratamento nos processos algébricos Stewart (2006) também
estimula no seu livro ensinar por meio da descoberta, ou seja, fazer com que o aluno
partilhe da emocao das descobertas da mesma forma que ocorreu na produgao histérica do
conhecimento. Segundo ele o impeto para o atual movimento no ensino de cédlculo vem da
Conferéncia de Tulane, de 1986, que formulou como recomendacdo fundamental:
Focalizar na compreensdo conceitual, onde os topicos devem ser apresentados de forma
geométrica, numérica e algébrica. Mais recentemente foi acrescentada o ponto de vista

verbal ou descritivo.

Nossa pratica docente também tem mostrado que os alunos obtém mais sucesso no
tratamento algébrico e operatério do que em tarefas que envolvem conceitos. Para Leme
(2003) esse fato € observado quando se trata de tarefas relacionadas a nocao de derivada.
Muitas vezes isso se dd, em razdo da abordagem do ensino, mas parece que essa nao &
unica causa. Mesmo que o professor trabalhe com tarefas que priorizem a abordagem

conceitual, isso ndo significa que os alunos deixardo de priorizar os aspectos conceituais.
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Causa revelam a possibilidade de dificuldades intrinsecas a aprendizagem de nocoes

abstratas.

Neste contexto, assumimos que derivada ¢ um dos conceitos mais importantes no curso de
Célculo I e a partir do diagnéstico que sempre fazemos em todas as disciplinas que
lecionamos, pretendemos investigar a qualidade das aprendizagens relacionadas a defini¢do
de derivada e seu campo conceitual. Isto nos remete a questdes como: Que dimensdes deste
campo conceitual o estudante domina? Quais linguagens ele articula ao explord-lo? Que
contextos e situacdes-problema dentro e fora da Matematica ele associa a estas idéias? Sera
que ele pode falar deste conceito de forma correta para que todos possam entender mesmo
para quem ndo estuda a matematica superior? A resposta para estas perguntas poderd
nortear melhor um curso de célculo e indicar novos caminhos na nossa prética, enquanto

professores da disciplina.

O presente artigo tem por objetivo trazer nossas reflexdes sobre o ensino de Célculo,
particularmente, ao ensino do conceito de derivada. Primeiramente, discutimos a
complexidade da aprendizagem de conceitos e competéncias de raciocino matematico. Em
seguida, apresentamos o conceito de derivada e o mapa conceitual deste conceito. Por fim,
analisamos as respostas de estudantes de Matemadtica a um questiondrio aberto, proposto
com o objetivo de diagnosticar os aspectos do campo conceitual da derivados
compreendidos por eles. Os resultados sao discutidos a luz das idéias sobre a complexidade

da aprendizagem de Gérard Vergnaud e Kendal (2001).
Complexidade das aprendizagens em matematica

Sob o enfoque da didatica, investigam-se as origens das dificuldades de aprendizagem
investigando a relagdes possiveis entre os elementos que participam diretamente dos
processos de ensinar e aprender, quais sejam: professor, estudante e conhecimento. Ao
focalizar as dificuldades de aprendizagem que podem ser geradas na interacdo entre estes
elementos, Pais (2001) se baseia nas contribuicdes de muitos autores € nos mostra uma
diversidade de relagdes que perpassam a atividade em sala de aula e que nem sempre tem

origem nela.

Em relacio ao conhecimento matemaético, ele nos leva a ponderar que aprendizagens

substantivas envolvem processos lentos e gradativos de aquisicdo de conhecimentos do
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dominio epistemoldgico e histérico das disciplinas € no que tange a riqueza da Matematica,
a complexidade da producdo e da aprendizagem de conceitos € um elemento muito
importante a ser considerado na atividade consciente do professor. Ao discutir esse tema,
este autor recorre ao pensamento de Gérard Vergnaud, organizado na teoria dos campos

conceituais.

Segundo Moreira (2002), partindo das idéias de Piaget, Vergnaud estudou o funcionamento
cognitivo de sujeitos em situacdo de enfrentamento de problemas, tomando como referéncia
o proprio conteudo do conhecimento e a andlise conceitual do dominio desse

conhecimento.

Vergnaud assume como premissa que o conhecimento estd organizado em campos
conceituais cujo dominio, por parte do sujeito, ocorre ao longo de um largo periodo de
tempo, através de experiéncia, maturidade e aprendizagem. Campo conceitual €, para ele,
um conjunto informal e heterogéneo de problemas, situagdes, conceitos, relagdes,
estruturas, conteudos e operacoes de pensamento, conectados uns aos outros e,

provavelmente, entrelacados durante o processo de aquisicao.

Assim, a aprendizagem conceitual estd sempre em estado de devir — em constante
aperfeicoamento — e o dominio razodvel de um campo conceitual ndo se completa
rapidamente. Ao contrdrio, novos problemas e novas propriedades estudadas vao agregando
dimensdes a cada campo e aperfeicoando o que foi aprendido, progressivamente enquanto

este vai sendo dominado.

Trés argumentos principais levaram Vergnaud (citado em MOREIRA, 2002) ao conceito de
campo conceitual: 1) um conceito ndo se forma dentro de um s6 tipo de situacdes; 2) uma
situacdo nao se analisa com um s6 conceito; 3) a construcdo e apropriacdo de todas as
propriedades de um conceito ou todos os aspectos de uma situagdo é um processo de muito
folego que se estende ao longo dos anos, as vezes uma dezena de anos, com analogias e

mal-entendidos entre situagdes, entre concepcoes, entre procedimentos, entre significantes.

A teoria dos campos conceituais assume que a alma do desenvolvimento cognitivo € o
processo de conceitualizar e deve-se dar toda atengdo aos aspectos conceituais dos
problemas e a andlise conceitual das situacdes para as quais os estudantes desenvolvem

seus esquemas de pensamento na escola ou fora dela, e também pelo contetido.
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Embora Vergnaud tenha focalizado campos conceituais associados a Matematica, sua teoria
nao € especifica desses campos, nem da Matematica. Em Fisica, por exemplo, hd varios
campos conceituais, como o da Mecéanica, o da Eletricidade e o da Termologia, que ndo
podem ser ensinados, de imediato, nem como sistemas de conceitos nem como conceitos

isolados.

Pais (2001) e Vergnaud fornecem elementos importantes para a andlise de muitos destes
aspectos. Além de tornarem mais complexa nossa visdo sobre a aprendizagem conceitual,
nos mostra que ela esta estd intimamente ligada aos contextos/problemas nos quais €
experimentada, assim como a mobilizagdo das competéncias de construir modelos
matematicos, realizar tratamentos e comunicar idéias em diferentes linguagens dentro e fora

da Matematica.
O Conceito de Derivada

A diferenciacdo resultou de problemas sobre tangentes a curvas e de questdes sobre
maximos e minimos (EVES, 2004). A origem da noc¢do de derivada é produto de uma
grande evolucdo na qual Newton e Leibniz desempenharam papéis decisivos. Esta evolug¢ao
emergiu da necessidade de resolver dois problemas: o problema das tangentes (determinar a
reta tangente a uma curva) e o problema das quadraturas (calcular a drea determinada sob

uma curva dada).

Segundo Leme (2003) o problema das tangentes, cujo enfoque € grafico, originou-se do
interesse dos pesquisadores em encontrar maximos € minimos de fungdes. Para caracterizar
estes pontos, parecia natural utilizar retas tangentes a curva. A generalizacdo de encontrar
as retas tangentes em qualquer ponto da curva levou ao procedimento em que para se
determinara inclinacdo da reta tangente no ponto (X, f(Xo)), dava-se um incremento h a X e

tragava-se uma reta secante aos pontos (Xo,f (Xo)) € (Xo, +h, f(Xo+h)). A posi¢do limite das

secantes quando h— 0 determinava uma reta que se denominou reta tangente (Figura 1).
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f(xo+h)

f(xo)

Figura 1: Reta secante a

A inclinacdo m desta reta tangente é dada pelo limite lim

h—0

foath=fGo)

Este limite foi definido como a derivada de uma funcdo f no ponto xy que pertence ao
dominio da func¢do, denotada por f° (X¢), se este limite existir. Desta forma temos a
interpretacdo da derivada como a inclinacdo da reta tangente. Este enfoque é o mais

abordado em alguns livros didaticos, ele é grafico e simbélico na defini¢do do limite.

A velocidade de um objeto em um determinado momento também era interesse dos

. . . . . As . As
pesquisadores e era dada por meio do calculo do limite (im}) Xj’ onde a razdo Ar éa
r— t !

velocidade média do objeto. Dessa forma, temos a interpretacao da derivada como taxa de
variacio instantanea, que é o limite das taxas médias de variagdo sobre os intervalos cada
vez menores. Este enfoque da nogdo de derivada ¢ numérico. A conexido com a primeira
interpretacdo € que se esbocarmos a curva y = f(x), entdo, a taxa instantanea da variacdo

serd a inclinacdo da tangente a essa curva no ponto onde X = a.

Pelo que vimos acima, concordamos com Vergnaud (1998, apud Kendal, 2001) quando
afirma que “...o conceito de derivada envolve conhecimentos de representacdes numéricas,
grificas e simbdlicas e um processo cognitivo relacionando-as. Cada representacdo de

diferenciagdo € associada a um especifico conhecimento processual”.

E para compreender melhor este conceito e suas representagdes/relacdes nos referenciamos
ao trabalho de Kendal (2001) que estudou o impacto do ensino na compreensao dos
estudantes do conceito de derivada. Para medir esta compreensdo ela desenvolveu
Arquitetura conceitual da Derivada. Esta possui a seguinte configuracdo: Dados de

entrada — Processo cognitivo — Dados de saida.
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Com a andlise centrada na estrutura das questdes construiu trés parametros: representacao
de entrada (numérica(N), grafica(G) ou simbolica(S)), processo cognitivo que relaciona as
representacoes de entrada com as representacdes e saida (envolve formulacdo(F) e
interpretacdo(l)) e representacdo de saida (numérica(n), grafica (g) e simbdlica(s)).
Construiu com isso um protétipo formado por 18 casos que denomina de competéncias, a
partir da combinacao das possibilidades de ocorréncia destes trés parametros: GFn, NFg,

SFn, etc.

Chamou de Formulacdo a habilidade de reconhecer a representacdo de entrada, sejam
numéricas, graficas ou simbdlicas. E chamou de Interpretagdo a habilidade de discorrer
sobre uma entrada explicando em lingua natural ou dando sentido equivalente, de uma

derivada, nas representacdoes numérica, grafica ou simbdlica.

Fazendo um recorte do trabalho de Kendal para enfocar a articulacio entre as
representacdes numéricas, graficas e simbdlicas, apresentamos a seguir um esquema sobre

as representacdes da nog¢do de derivada, elaborado pela autora.

Na Figura 2 as representagdes numéricas, simbodlicas e graficas sdo representadas por um
circulo e as setas indicam as articulagdes entre elas. As informac¢des do mundo real foram
agregadas a representacdo numérica como dados numéricos de entrada (N). A
representacdo simbdlica incorpora o processo de limite quando regras padrdes de
diferenciacdo sdo empregadas e o resultado € uma funcdo simbdlica ou um valor especifico

em um ponto.

Até aqui listamos os aspectos mais importantes relacionados ao campo conceitual da
derivada e suas interpretacdes. Fizemos isso porque estes elementos sdo importantes para
nosso objetivo de analisar a qualidade das aprendizagens de nossos estudantes com base em

suas respostas.
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Fisica (mundo real)

Numérica e Taxa _de
| | 9 4 crescimento
Af (x) e Taxa de inflagdo
1 Ax PRt e Taxa de velocidade

Taxa de aceleracao

Taxa de variacao
instantanea

Simbdlica
dy

—, f(x), f'(a
I (x), f(a)
Regras de
derivagao
limf(le;—f(X)

h—0

Grafica
Aproximacao local
de uma curva como
uma linha reta.
Inclinagéo da curva.
Inclinacdo da
tangente num ponto.

Figura 2. Mapa conceitual de representacdes de Diferenciacio

Procedimentos metodolégicos

Participaram deste estudo sete alunos do curso de Bacharelado em Matematica que
cursavam o terceiro semestre e ja tinham cursado a disciplina Célculo I. Um questiondrio
aberto foi elaborado com dez questdes que enfatizavam a compreensdo de conceitos como
limite, derivada e integral. Destas questdes foram selecionadas para andlise apenas quatro
que se referiam somente a nocdo de derivada. A aplicacdo do questiondrio ocorreu em
situacdo normal de aula, no primeiro dia de aula do semestre na disciplina Calculo II,
ministrada por uma das autoras deste trabalho. Vale salientar que estes alunos ndo foram
alunos da mesma professora no semestre anterior. Destes, somente seis responderam as

questdes, pois um aluno disse que ndo tinha condi¢cdes de responder. Para fundamentar

nosso estudo aproveitamos nossas reflexdes sobre “Qualidade do conhecimento
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Matemdtico” que desenvolvemos no GPEMEC (Grupo de Pesquisa em Educagdo
Matemética, Estatistica e em Ciéncias) a luz da Teoria dos Campos conceituais de Gerard
Vergnaud e de revisdes de literatura sobre o tema em questdo, como o estudo de Leme
(2003) e Godoy(2004), destacando-se para andlise dos dados o Mapa Conceitual de Kendal
(2001). Vale ressaltar que nossas questdes ndo foram questdes estruturais, que envolviam
dados de entrada: N, G ou S, mas questdes conceituais que evocavam as diversas
representacoes (N, G ou S)/conexdes deste conceito.

Complexidade da aprendizagem nas respostas dos alunos

Apresentaremos aqui as quatro questdes que foram selecionadas para a andlise e as
discussdes das respectivas respostas dos alunos:

1* questao O que € a derivada de uma func@o? Com esta questdo objetivou-se verificar a
habilidade de discorrer sobre a no¢do de derivada em lingua natural ou dando sentido
equivalente nas representacdes numérica, grafica ou simbolica.

Nesta questdo, 4 alunos deixaram em branco, apenas 2 alunos responderam:

“A derivada de uma funcdo é quando dada uma curva, a reta secante quando tende a uma

reta tangente € chamada de derivada”.

“Se a, b é continua em f, [a,b] temos que a derivada de uma fungdo é dada por f’(x)=

i CF I o inga, p=1im L@ =S @

h—0 h x—a b —a

,onde ae R”.

Temos aqui duas respostas, a primeira resposta embora formulada de maneira tosca, nos
remete a interpretacdo geométrica da derivada, a representacao utilizada foi a linguagem
natural. A segunda resposta, embora incorreta na redacdo inicial, nos remete a
representacdo simbdlica, incorporando o processo de limite. Nenhum dos alunos discorreu

sobre a representacdo numérica, ou seja, da derivada como uma taxa de variacao.

2% questao Qual a interpretacdo geométrica da derivada? Com esta questao objetivou-se
saber se os alunos sabiam interpretar a derivada como a inclina¢ao da reta tangente a uma

curva num dado ponto.

Nesta questdo 4 alunos responderam: o primeiro escreveu “é a reta tangente a uma curva’.
Esta afirmacgdo nao estd correta, pois € a inclinacdo da reta tangente. O segundo fez uma

representacao grafica coordenada com a representagdo simbolica:
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Outro aluno fez apenas um esboco do grafico de uma curva qualquer, sem representar a reta

tangente.

E o ultimo aluno disse ‘“com a derivada podemos tragar o grifico e analisar onde o gréfico
corta, ou seja, podemos ver a drea”. Este deixou claro que ndo entendeu o conceito.
3? questao Qual ¢ a interpretacdo analitica da derivada de uma fun¢cdo? Com esta questao

objetivou-se avaliar se os alunos sabiam a representacao simbdlica que evoca o limite, ou

fx+h) - f(x)
. .

seja, f’(x)= }ll_r)l(}

Nesta questdo, dois alunos responderam: “é uma fungc@o ou um ponto”, na realidade a
expressao analitica da derivada € outra fun¢do, chamada de fungdo derivada que representa
a variacdo da curva em cada ponto. Outro aluno escreveu ‘hipérbole ou paralelismo”. Esta
resposta ndo tem evoca nenhuma representacio conceitual.

4" questao O que significa derivar uma fun¢do? Com esta questdo objetivou-se avaliar se o
aluno sabia que derivar uma func¢do era achar uma aproximacao local de uma curva. E que
a derivada de uma fungdo nos fornece informagdes sobre a fungao.

Um aluno respondeu “derivar uma funcfo é tornd-la mais simples. E simplificd-la a ponto
de chegar a sua forma mais pratica. As derivadas podem ser derivadas da soma, produto,
do quociente, etc.”

“¢€ separar uma fungdo e resolver por partes, tendo sempre uma constante C(somando)”,
nesta resposta o aluno lembrou da integral. Estas respostas evocam a representagao
simbdlica, enfatizando que os alunos lembravam mais das regras de derivacdo, isto € dos

procedimentos de cdlculo.
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Consideracoes Finais

As andlises das respostas dos alunos apontam a predomindncia da dimensdo grafica e
simbdlica do conceito de derivada. Estas, nem sempre articuladas. Isso pode ser reflexo de
um ensino com énfase nos procedimentos. Em nenhum momento apareceu a dimensao
numérica, ou seja, a derivada como uma taxa de variagdo, isto € preocupante. Pois, a
Historia tem revelado que a nocdo de derivada surgiu da busca de processos para resolugao
de problemas de taxa de variagdo. Mas, muitas vezes a derivada € abordada em alguns
livros de cédlculo de forma antagdnica como se apresenta na evolugdo histérica do
conhecimento. Dando mais &nfase aos procedimentos de cdlculos algébricos, alijando os
alunos de experimentarem a constru¢ao do conceito através de problemas.

Assim, acreditamos que ndo compreendendo os conceitos, o aluno ndo consegue transferi-
los a outras situagdes praticas onde eles poderiam ser aplicados. Isso revela que a qualidade
das aprendizagens dos estudantes ainda € estreita e bastante relacionada a aplicacdo de
regras e procedimentos - o que dificulta aos estudantes o desenvolvimento de uma postura
autdbnoma quanto ao uso do raciocinio na abordagem de problemas em seus campos
profissionais. Estes sdo alguns dos indicios de que a universidade ainda tem muito a
conquistar para vencer o desafio de democratizar o acesso a estes conhecimentos em seus
cursos de graduagdo. E no ensino de Calculo o professor deve estar atento para abordar
todos os aspectos do conceito em vdrias situagdes problemas para que o aluno possa

ampliar sua visdo do conceito.
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