COMPREENSAO DOS ALUNOS DO 3° ANO DO ENSINO MEDIO SOBRE O
SIGNIFICADO DO SIMBOLO ‘=" EM UMA IGUALDADE ARITMETICA

José Dilson Beserra Cavalcanti
Universidade Federal do Reconcavo da Bahia-UFRB
Grupo de Pesquisa Fendmenos Didéaticos na Classe de Matematica-UFPE
dilsoncavalcanti.ufrb @ gmail.com

Marcelo Camara dos Santos
Grupo de Pesquisa Fendmenos Didaticos na Classe de Matematica-UFPE
Cap-UFPE/SBEM
marcelocamaraufpe @yahoo.com.br

RESUMO

O presente artigo € um recorte de alguns dos resultados obtidos em nossa dissertacdo de
mestrado e € fundamentado em duas idéias. A primeira é que o significado do simbolo “="
ndo se restringe a denotar igualdade, podendo apresentar diferentes significados a depender
do contexto no qual estd inserido. A segunda idéia € a de que nem sempre as concepgdes
dos alunos sdo compativeis com o significado do simbolo “=". Nosso objetivo neste
trabalho € discutir as concepcdes dos alunos do 3° ano do Ensino Médio sobre o significado
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do simbolo “=”, particularmente, numa expressao representando o contexto das igualdades
aritméticas. Conforme nossos resultados, os alunos demonstraram diferentes concepgdes

6__9

sobre o significado do simbolo “=", sendo que a maior parte destas concepcao nio foram
compativeis com os atributos deste simbolo no contexto das igualdades aritméticas.

Introducao

No senso comum, podemos dizer que o significado genérico do simbolo “=" é
igualdade. Entretanto, o sinal de igualdade em Matemadtica e no ensino de Matematica,
ao longo dos anos, parece que incorporou uma variedade de outros significados. A
comecar pela maneira que esse simbolo € introduzido nas atividades de Matematica,
podemos dizer que seu significado ndo é bem designar igualdade.

Logo cedo, nas séries iniciais do Ensino Fundamental, as criancas comecam a
estudar a linguagem aritmética, na qual surge o simbolo “=". Conforme Freudenthal
(1983), a linguagem aritmética é tdo formal que os problemas precisam obedecer a
certas regras, tais como: “7 + 5 =" € admissivel, enquanto que “7 + = 5", ndo é.

Considerando que o ensino de Matematica na primeira etapa do Ensino

Fundamental €, quase sempre, centrado no estudo dos niimeros e operacdes aritméticas,
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podemos argumentar que é bastante comum encontrar o simbolo em atividades do
tipo: resolva: 7 + 5 = e 7 — 5 =, por exemplo. Nesse sentido, o sinal de igualdade
apresenta um significado operacional correspondendo a uma acgdo a ser realizada ou
indicando o lugar no qual se deve colocar o resultado. De fato, é extensa a literatura que
reconhece o significado operacional (eg. FREUDENTHAL, 1983; BROUSSEAU e
ANTIBI, 2000; VERGNAUD, CORTES e FAVRE-ARTIGUE, 1987; KIERAN, 1981,
MOLINA, 2006, CAVALCANTI e CAMARA DOS SANTOS, 2007a; 2007b).

Conforme Freudenthal (1983), em uma operagdo como 4 + 3 =, o simbolo “="
apresenta um aspecto assimétrico. Um lado é dado e o outro deve ser preenchido. As
operagdes, por sua vez, sdo lidas, prioritariamente, como tarefas a serem executadas ou
como perguntas. Por exemplo, as perguntas “quanto é 4 + 37 e, “quanto € 7 — 477
podem sugerir as respectivas tarefas: “adicione 3 a 4”, e, “subtraia 4 de 7. Dependendo
de como se 1€, a entonagdo interrogativa sugere expectativas como:

— “apos a tarefa: a execugdo,

— ap0s a pergunta: a resposta” (FREUDENTHAL, ibid., p. 466).

A mais de trinta anos, diversos pesquisadores vém evidenciado que a

__9

compreensdo do significado do simbolo como simbolo que indica cdlculo ou o
resultado (concep¢do operacional) ndo se restringe ao contexto das operacdes
aritméticas. Outro aspecto evidenciado é que esta concepg¢do € persistente, no sentido de
que até alunos das séries finais do Ensino Fundamental também costumam compreender
o simbolo “=" de maneira operacional, o que dificulta a compreensdo do conceito de
igualdade.

O conceito de igualdade, por sua vez, € um dos mais importantes conceitos
matemdticos da escola basica. Contudo, as atividades que de alguma maneira acabam
por utilizar as igualdades aritméticas parecem reduzi-las a um tipo de operacdo
aritmética, por exemplo, “3 + 4 =” com o seu resultado “7”. Logo, a compreensido da
igualdade “3 + 4 = 7” corresponde mais a idéia “operacdo aritmética seguida do
resultado” do que ao conceito de igualdade com suas propriedades e com seu
significado particular. Com efeito, Brousseau e Antibi (2000) explicam que tanto o
raciocinio quanto o discurso escolar nas séries iniciais tratam a igualdade como um
procedimento, no qual “o simbolo ‘=" anuncia simplesmente o resultado de um calculo”
(p- 30).

Molina (2005) afirma que, durante a aprendizagem da Aritmética, os estudantes

encontram e manejam igualdades numéricas contendo as operacdes basicas de adigao,
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subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Contudo, estas igualdades correspondem, em sua
maior parte, a igualdades de ac;e”lo1 com a operagdo do lado esquerdo e o resultado do
lado direito. Nesse sentido, podemos dizer que € bastante trivial a utilizacdo de
igualdades aritméticas nas quais os simbolos operatdrios sempre precedem o simbolo
“=" (a + b = c), enquanto que igualdades nas quais os simbolos operatérios sucedam o
“=" (c = a+ b) ndo parecem tao familiares.

O simbolo “=", nessas igualdades aritméticas (de acdo), ndo estd
necessariamente significando algo a ser realizado, pois jd tem uma resposta, ou seja, ndo
€ dado um lado e o outro deve ser preenchido, como explica Freudenthal (1983) no que
se refere as operagdes do tipo 3 + 4 =. Contudo, isso ndo garante que o “=" ndo
apresente um significado operacional nas igualdades aritméticas.

De fato, se observamos a luz do significado operacional correspondente ao

G__

contexto das operagdes aritméticas, podemos pensar que o indica que algo foi
realizado. Portanto, em 3 + 4 = 7, o sinal de igualdade ndo significa que uma acdo
devera ser realizada como em 3 + 4 =, mas indica que os nimeros 3 e 4 foram somados
resultando no nimero 7.

__9

A idéia de que o indica o lugar do resultado, associado ao significado
operacional, também € vélida para as igualdades que apresentam a operacdo do lado
esquerdo do sinal de igualdade e o resultado do lado direito. Freudenthal (1973) indica,
nesse sentido, que “a velha e natural interpretacdo de 2 + 7 = 9 é: considerando 2,
adicionando 7, o resultado é 9” (p. 301). Contudo, Freudenthal (ibid.) relata que essa
interpretacdo tem sido rejeitada. Assim, 2 + 7 € visto como um ndmero, €, a expressio
total € lida como uma afirmacio pronunciando que dois nimeros sdo iguais, isto €, o
nimero representado por 2 + 7 € igual ao nimero representado por 9.

Em outro texto, Freudenthal (1983) indica que “o sinal de igualdade é entendido
para significar uma identidade” (p. 465), em termos que os seus lados, esquerdo e
direito, correspondem a nomes da mesma coisa. O autor ilustra sua posicdo

__9

demonstrando que os lados, esquerdo e direito do correspondem a mesma coisa
tanto em 7 + 5 = 12 quanto em 12 =7 + 5. Isso ainda € valido para 7+ 5 =5+ 7 ou

também para 12 = 12.

1 Igualdades de acdo sdo aquelas nas quais as operagdes aparecem expressas em apenas um lado da
igualdade, como por exemplo, as igualdades 3 + 4 =7 e 7 = 3 + 4 sdo de agdo enquanto a igualdade 3 + 4
=5+2,nd0é.
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Vergnaud (1994), por sua vez, explica que a relacdo de igualdade é uma relagio
simétrica, transitiva e reflexiva e, conseqiientemente, uma relacdo de equivaléncia,
porém, tem uma particularidade suplementar de afirmar que o que estd a direita do sinal
de igualdade é a mesma coisa do que estd a esquerda.

Em outras palavras, uma relacdo de igualdade ndo afirma somente uma
equivaléncia, mas também uma identidade. Vergnaud (ibid.) elucida isso por meio da
andlise de um exemplo numérico. Na igualdade 3 + 4 = 7, as propriedades das relacdes

de equivaléncia sdo verdadeiras e utilizaveis:

— simétrica 3+4=7 = T7=3+4

— transitiva 3+4=7 = 3+4=5+2
7=5+2

— reflexiva 7=7
3+4=3+4

Ao mesmo tempo, dizer que na igualdade 3 + 4 = 7 trata-se do mesmo nimero a
direita e esquerda do sinal de igualdade, significa que a expressdo simbdlica 3 + 4
representa 0 mesmo nimero que representa o simbolo 7 (VERGNAUD, 1994). Em
outros termos, esclarece ainda esse autor, a igualdade pode ser entendida de duas

maneiras:

- como uma identidade no nivel do nimero representado,

- como uma equivaléncia entre as diferentes representacdes simbodlicas deste nimero.
Assim, a relacdo de igualdade representa, a0 mesmo tempo, uma identidade
unica de significado e a equivaléncia dos diferentes significantes, ou seja, ela pode ser
entendida nesses dois niveis (VERGNAUD, ibid.).
Metodologia
Participaram da pesquisa duzentos e cinco alunos do 3° ano do Ensino Médio de

escolas ptblicas da regiio metropolitana do Recife. E importante ressaltar que a

pesquisa que realizamos foi bem mais ampla e nossos objetivos de pesquisa foram
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investigar as concepgdes dos alunos sobre o significado do simbolo em quatro
contextos, dois aritméticos (operagdes e igualdades) e dois algébricos (equacdes e
funcdes). Outro objetivo deste estudo foi verificar se as concepcdes dos alunos
modificavam em relagdo a estrutura da expressdo que representava cada contexto, por

__

exemplo, operagdo antes do (a + b =c) ou operagdo depois do “=" (c =a + D).

O experimento consistiu na aplicagdo de dois instrumentos de investigacao.
Cada instrumento, por sua vez, foi constituido por quatro expressdes representando os
contextos supracitados. Ressaltamos que os resultados que vamos discutir neste artigo
correspondem apenas ao contexto das igualdades aritméticas e, particularmente, com o
sinal operatdrio antes do simbolo “=" (a + b =c¢).

Nesse sentido, esclarecemos que a expressdo correspondente utilizada foi a

«_»

igualdade aritmética 14 + 8 = 22 (simbolo operatério + antes do simbolo “="), assim

como podemos observar na figura abaixo.

c)l4+/8)'=22

A . ~ /
1) Como vocé explica essa expressao?___~

/
7/

/
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressdo?

Figura 1 - Item a do instrumento 1

O item a, conforme figura 1, diz respeito a uma expressdo representando uma
igualdade aritmética. O objetivo deste item foi identificar as concepc¢des dos alunos
sobre o significado do sinal de igualdade numa igualdade aritmética na qual o simbolo

_»

de operacdo + encontra-se no lado esquerdo do simbolo “=".

Principais resultados

A finalidade desta investigacdo foi discutir as concepgdes dos alunos do 3° ano

__»

do Ensino Médio sobre o significado do simbolo na igualdade aritmética 14 + 8 =
22. Conseguimos identificar quatro concepg¢des distintas que denominamos de:
operacional; igualdade relacional; relacional nome-simbolo e simbolo separador, que

serdo caracterizadas a seguir.
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Caracterizagdo das concepgoes identificadas

Concepgdo operacional. Nesta concepgao, o sinal de igualdade é compreendido
como simbolo que indica uma ag¢@o a ser realizada ou o local onde se coloca o resultado.
Como jé discutimos na introdugdo deste trabalho, essa utilizagdo é comum no cédlculo de
operagdes aritméticas. Por exemplo, na operacdo aritmética 3 + 4 =, o sinal de igualdade
indica, a0 mesmo tempo, que a soma deve ser realizada e o local onde se deve colocar a
resposta. Contudo, a literatura demonstra que este significado ndo fica restrito a este
contexto das operacdes aritméticas nem tampouco nas séries iniciais. De fato, mesmo
alunos dos anos finais do Ensino Fundamental também compreendem o significado do
“=" no contexto das igualdades aritméticas de maneira operacional (KIERAN, 1981).

Concepgdo igualdade relacional. Diferentemente da operacdo aritmética 3 + 4
=, o simbolo “=", na igualdade aritmética 3 + 4 = 7, ndo é assimétrico, pois os dois
lados sdo dados, nem indica que se deve efetuar um cédlculo. Em linhas gerais, podemos
dizer que o “=" estd representando uma relagdo de igualdade” estabelecida entre os
lados, esquerdo e direito, de uma igualdade aritmética. Do ponto de vista dos alunos,

EX]

Behr, Erlwanger e Nichols (ibid.) apontam que o simbolo “=" seria considerado um
simbolo relacional se fosse compreendido como indicando uma comparagdo entre os
dois membros de uma igualdade. Em nossa opinido, estas duas posicdes ndo sio
incompativeis, e englobam a idéia de que os dois lados da igualdade tém o mesmo
valor, ainda que os simbolos sejam diferentes.

As concepgOes operacional e igualdade relacional podem ser consideradas
concep¢des semanticas, pois sdo relacionadas as caracteristicas do significado do

G

simbolo num dado contexto. Por exemplo, a concepgdo operacional corresponderia

__

aos atributos do simbolo no contexto das operacdes aritméticas enquanto que a

concepcdo igualdade relacional, no contexto das igualdades aritméticas. Ja as
concepgdes relacional nome-simbolo e simbolo separador nio estdo diretamente

__9

associadas aos atributos do simbolo a depender do contexto no qual estd inserido.

Concepgdo Relacional Nome-Simbolo. Nesta concepgdo, o simbolo “=" nédo é
compreendido com um significado semantico, mas sim corresponde a um tipo de
relacdo que estamos chamando, neste momento, de nome-simbolo, que é muito forte no

que diz respeito ao simbolo “=" e 0 nome igualdade. Com efeito, podemos dizer que é

2 Na acepcdo de Vergnaud (1994).
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dificil olharmos para o simbolo “=" e ndo pensarmos em igualdade de maneira imediata
e sem qualquer controle, sugerindo até que este tipo de associagdo acontece de maneira
automatica.

Concepgdao Simbolo Separador. Em linhas gerais, podemos caracterizar a
concepg¢do simbolo separador como a interpretacdo do sinal de igualdade em termos de
separar ou unir, por exemplo: a incdgnita e seu valor (ex.: x = 2); o primeiro membro e
o segundo membro de uma equacio (ex.: 2x + 2 = 10 + 8); a varidvel dependente, da
varidvel independente (ex.: y = ax + b) e, particularmente, no contexto das igualdades
aritméticas, a operacdo e seu resultado (ex.: 5+ 7 = 12).

Para melhor compreensdo dos resultados, apresentaremos os dados em uma
tabela, correspondente ao item a do instrumento 1 e, em seguida, ilustraremos cada

concepg¢do com a discussdo de um protocolo.

Expressao Igualdade aritmética

Concepcoes 14 +8=22

Operacional 51,0%
Relacional nome-simbolo 30,4%
Igualdade relacional 15,6%
Simbolo Separador 2,0%
Nao identificada 1,0%
Nao respondeu 0%
Total 100%

Tabela 01 — Igualdade aritmética (Instrumento 1)

Como podemos observar, a maior parte dos alunos apresentaram uma concepgao

operacional ou relacional nome-simbolo, enquanto que apenas pouco mais que 15%

reconheceram o simbolo “=" como uma relacdo de igualdade.
4+ 8 =
a) 14+8=22
7
7/
) och exnls z00 Pg oo o s m . mEr g
1) Como vocé explica essa expressio? 3 €55 ex000eS 80 ¢ UIAR,
RO w0 1wl s, /
/
o
//
2) Qual o significado do simbolo *=’ nessa expressfio? _ e< v SuBcin S
wasSACh Dot deRe i hgas g DB DL vew o @Ehulvads NS e ~‘Tfs‘:\' 5

Quadro — 01 Protocolo (instrumento1/36)
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No protocolo instrumento1/36, quando o aluno responde que depois do
vem o resultado das questdes, fica clara a idéia do sinal de igualdade como sinal para

mostrar a resposta ou resultado, o que corresponde a uma concepcao operacional.

a) 14 + 8 = 22

/

1) Como vocé explica essa expressio? 4 ! i
]

" s
P B Elll = ED 2 e P O qn_.«}/('/

/
.4
"4

5
2) Qual o significado do simbolo ‘=’ nessa expressio? (=

L TEAEy

=z
y

s s o e R

Quadro 02 — Protocolo (instrumento1/54)

A resposta do aluno no protocolo instrumentol/54, deixa claro que, no que

__

concerne ao significado simbolo na igualdade 14 + 8 = 2, ele estd apenas

66 bE]

considerando o nome do simbolo , ho caso, igual. Dessa maneira, entendemos que o

"

aluno estd interpretando o significado do “=" apenas em termos da relacio nome-

simbolo.

a)14+8=22

2

1) Como vocé explica essa expressao? ¥ Junoe Ao b0 ond o SO
7
dos gl Ao 2 vywmlnn H;/' LPOTXIC) an unll N 48 4 fup .
/
7
v
. - I ik .
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressﬁo? il O Gl kg
A
il ’
.J;‘,.y f’\'l-f ‘f‘i’: 10Uy \-U? .,~ Qi {‘ .
t..n{!‘if.'_“ ".i___"__.._____..____.

Quadro 03 — Protocolo (instrumento1/80)

Analisando o protocolo instrumento1/80, observamos que o aluno reconhece
que o simbolo “=" denota tanto a identidade de valor do 1° e 2° membro, quanto a
equivaléncia de representacdes diferentes para o mesmo valor, tal como caracterizamos

na concepgdo igualdade relacional.
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a) 14+8 =22

i
o
e T i~ z -, s » o v b
1) Como vocé explica essa expressio? ol é’.,\,)g G A x rI?“"\iA)\r]}ﬁ ,}:Q,;jr\q,\ )il L0

. /
Laooa cond Tt endivntmgs .
F

/
!

/!
. . . e -~ f —_—
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressiio? 4 ) X

n - ~
towno m««\\;\.dcr»] &L{W-\MC@M A N BHES

Quadro 04 — Protocolo (instrumento1/26)

No protocolo anterior, o aluno explica a expressdo 14 + 8 = 22 como um “monte
de ndmeros”, ndo a reconhecendo também como uma igualdade. Em relacdo ao
significado do sinal de igualdade, ele escreveu que correspondia a separagdo dos

ndmeros, portanto, demonstrando o que denominamos de concepcdo simbolo separador.

Consideracoes Finais

"

A concepgdo compativel com o significado do simbolo “=" no contexto das
igualdades aritméticas € a que denominamos de concep¢do Igualdade Relacional. Os
resultados do presente estudo demonstraram que a maior parte dos sujeitos apresentou
uma concepgdo operacional ou relacional nome-simbolo. Deste modo, compreendemos
que estes resultados indicam que a tendéncia maior foi os alunos demonstrarem uma
concepgdo associada a outro contexto particular, no caso, a concepgao operacional que é
associada ao contexto das operacdes aritméticas, ou, uma concepgdo associada a relacéo
entre o simbolo “=" e 0 nome igualdade, no caso, a concep¢ao relacional nome-simbolo.

Conseqiientemente, estes resultados indicam que a maioria dos sujeitos nao
demonstraram a concepg¢do igualdade relacional, compativel, em nosso entendimento,
com o significado do simbolo “=" no contexto das igualdades aritméticas.

w__s

Este desencontro entre o significado do simbolo , o contexto no qual estd
inserido, e as concepgdes dos alunos, pode ser entendido como aquilo que parte da
literatura sobre concepg¢des denomina de concepgoes erréneas. No entanto, elucidamos
que ndo vamos aprofundar esta discussdo, pois ndo caberia aos objetivos que propomos
para nossa investigacdo. Esclarecemos que a nossa pesquisa ndo nos permite atribuir

causas a estas concepcoes erroneas. Nesse sentido, entendemos que novas investigacoes
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podem ser realizadas com a finalidade de estudar as possiveis causas referentes a

__9

problemédtica das concepgdes errdneas acerca dos significados do
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